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Polynoémes

Exercicel Soit P € R[X] un polynéme non constant unitaire.
Montrer que P est scindé sur R si et seulement si

Vz € C, |P(2)] > |S(2)|%& P,

Exercice2 Soit A € R[X]. Montrer ’équivalence entre les deux points suivants :
(i) Pour tout réel z, A(x) > 0.
(ii) Il existe P,Q € R[X] tels que A = P> + Q*.

Exercice 3 Soit a € R\ 7Z. Factoriser le polynome (X 4 1)" — €%**(X — 1)" dans C.

Exercice4 Soit P € R[X] un polynome scindé a racines simples sur R, a un réel non nul.
Montrer que P’ + aP est aussi scindé & racines simples sur R.

Exercice5 Trouver les polynomes P € C[X] tels que P(0) =0 et P(X? +1) = P(X)? + 1.
Fractions rationnelles

1

Exercice 6 Décomposer en éléments simples la fraction XX —1).(X = n)

2
Exercice 7 Décomposer en éléments simples dans R[X] la fraction

X++1
n—1
Exercice 8 Soit w = 623:r et P = Z Xk,
k=0

/
1. Déterminer la décomposition en éléments simples de i

n—1
2. En déduire la valeur de Z
k=1

1
1—wk’

Exercice 9

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que

VO € R, sin((2n 4+ 1)0) = P,(sinf).

1
2. Décomposer la fraction rationnelle — en éléments simples.
n



Exercice 10 Soit z1,...,z, € C. On appelle enveloppe convexe de {z1,...,z,} le plus petit convexe du plan
complexe qui contient tous les z;. On montre qu’il s’agit de I’ensemble

i=1 i=1

Soit P € C[X] un polynome non constant.
/
1. Décomposer 32 en éléments simples.
2. Montrer que les racines de P’ appartiennent & I’enveloppe convexe des racines de P.

3. De quel théoréme ce théoréme est-il la généralisation ?



